Regressione lineare multipla

PREMESSA:

f(w,b) = modello
J(wb) = costo della funzione -> f (w,b) - y -> dove y sono le label

DISCESA DEL GRADIENTE = d/dw J(w,b) in sistema con d/db J(wb)

Nella regressione lineare univariata (RLS) abbiamo solo una "feature" e una corrispettiva “label”,
per es. metri di un appartemento e corrispettivo prezzo.

Nel caso della regressione lineare multipla (RLM) invece, abbiamo piu features a fronte di una
label, per es. oltre ai metri quadrati dell'appartemento

abbiamo anche il numero di stanze, I'eta dell'immobile, piano, etc etc e ovviamente come label il
prezzo.

NB: la RLM non ¢ la regressione lineare multivariata, che non conosco.

Il modello che era stato definito per la regressione lineare singola si basa sulla funzione f(x) = wx +
b che in pratica definisce la funzione

(attraverso l'opportuno settaggio dei paramerti w e b tramite la discesa del gradiente) che meglio
si accosta alle features/label definite per il training.

Nel caso invece della RLM, la formula diventa un polinomio del tipo (consideranto 4 features) f(x) =
wlxl + w2x2 + w3x3 + w4x4d + b

Dove x1,2,3,4 sono le features, mentre wl,2,3,4 sono i coeffienti angolari tutti potenzialmente
diversi.

es:
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Per risolvare questa equazione viene utilizzato il metodo della Vettorizzazione. (Vectorization)

La Vettorizzazione consente nella pratica di efettuare la moltiplicazione tra vettori/matrici
utilizzando la libria numpy che sfrutta appino I'hardware della macchina.

Discesa del gradiente

Il GD a piu variabili & simile a quello univariato con la differenza che al posto di un solo “w” e una
sola “b” c'e€ un vettore di w
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Il calcolo e simile se non per il fatto che bisogna iterare per il numero di features

Nella pratica la regressione lineare multipla si calcola in 2 marco step:

0) date le features e le labels di esempio:

X_train = np.array([[2104, 5, 1, 45],
[1416, 3, 2, 40],
[852, 2, 1, 35]])

matrice di 3 righe di traing con 4 colonne di features per ogni riga

y_train = np.array([460, 232, 178])

una riga di labels

dati dei valorei a caso di “w” e “b”

b_init = 785.1811367994083

w_init = np.array([ 0.39133535, 18.75376741, -53.36032453, -26.42131618])

1) calcolo della funzione di costo su variabili multiple, come sotto riportato



The equation for the cost function with multiple variables J(w, b) is:
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In contrast to previous labs, w and X'/ are vectors rather than scalars supporting multiple features.
Below is an implementation of equations (3) and (4). Note that this uses a standard paitern for this course where a for loop over all m examples is used.

11]: def compute cost(X, y, w, b):

compute cost
Args:
X (ndarray (m,n)): Data, m examples with n features
y (ndarray (m,)) : target values
w (ndarray (n,)) : model parameters
b (scalar) : model parameter

Returns:
cost (scalar): cost

m = X.shape[8]

cost = 8.8

for i in range(m):
f wb_i = np.dot(X[i], w) + b #(n,)(n,) = scalar (see np.dot)
cost = cost + (f_wb i - y[i])**2 #scalar

cost = cost / (2 * m) #scalar

return cost

12]: | # Compute and display cost using our pre-chosen optimal parameters.
cost = compute_cost(X_train, y_train, w_init, b_init)
print{f'Cost at optimal w : {cost}’)
Cost at optimal w : 1.557898438b6836537e-12

Expected Result: Cost at optimal w : 1.5578904045996674e-12

I metodo “compute_cost” serve per calcolare il costo della funzione per i valore w e b passati per
una SOLA iterazione.

Sara poi la fase successiva a variare i w e b richiamando poi la funzione di costo per determinare il
costo totale per poi ritare “w” e “b” di conseguenza

2) Calcolo della discesa del gradiente con variabili multiple

applicando la derivata del “calcolo della funzione di costo” loopando fino a che i valore “w” e “b”
minimizzano il costo

NB: ricordo che si applica il metodo della "derivata della funzione composta" accennato nella
sezione “GRADENT DESCENT” relativa al paragrafo

della regressione lineare univariate.
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where, n is the number of features, parameters w;, b, are updated simultaneously and where
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Nella pratica il calcolo delle derivate parziali in “w” e “b"” si traduce in:
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def compute_gradient(X, v, w, b):

Computes the gradient for linear regression
Args:
X (ndarray (m,n)): Data, m examples with n features
y (ndarray (m,)}) : target values
w (ndarray (n,)}) : model parameters
(

b (scalar) : model parameter
Returns:
dj _dw {(ndarray (n,)): The gradient of the cost w.r.t. the parameters w.
dj db (scalar): The gradient of the cost w.r.t. the parameter b.
m,n = X.shape #{number of examples, number of features)
dj dw = np.zeros{(n,)})
dj_db = 8.

for 1 in range(m):
err = (np.dot(X[i], w) + b} - y[i]
for j in range(n):
dj_dw[j] = dj_dw[j] + err * X[1, J]
dj db = dj _db + err
di_dw = dj dw / m
dj_db = dj db / m

return dj db, dj dw

#Compute and display gradient

tmp _dj db, tmp dj dw = compute gradient(X train, y train, w_init, b_init)
print{f'dj db at initial w,b: {b init:.o9f} {tmp dj db:.9f}")
print{f'dj dw at initial w,b: “n {tmp dj dw}")

dj db at initial w,b: 785.181134799 -8.888081674
dj dw at initial w,b:
[-2.732-83 -6.272-806 -2.222-86 -6.922-85]

Expected Result:

dj_db at initial w,br -1.6739251122999121e-06
dj_dw at initial w,b:

[-2.73e-03 -6.27e-06 -2 22e-06 -65.92e-05]

che viene richiamata in un loop di N iterazioni, ovvero:
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def gradient descent(X, y, w_in, b _in, cost function, gradient function, alpha, num iters):

Performs batch gradient descent to learn theta. Updates theta by taking
num_iters gradient steps with learning rate alpha

Args:

X (ndarray (m,n)) : Data, m examples with n features

y (ndarray (m,)) : target values

w_in (ndarray (n,}) : initial medel parameters

b in (scalar) : initial model parameter

cost_function : function to compute cost

gradient function : function to compute the gradient

alpha (float) : Learning rate

num_iters (int) : number of iterations to run gradient descent
Returns:

w (ndarray (n,)}) : Updated values of paramsters

b (scalar) : Updated value of parameter
# An array to store cost J and w's at each iteration primarily for graphing Later
J history = []
w = copy.deepcopy(w_in) #Favoid modifying global w within function
b =b_in

for 1 in range(num_iters):

# Calculate the gradient and update the parameters
dj_db,dj_dw = gradient_function(X, v, w, b) ##None

# Update Parameters using w, b, alpha and gradient
wWw =W - alpha * dj dw ##None
b =b - alpha * dj _db ##None

# Save cost J at each iterotion
it i<l1Be888: # prevent resource exhaustion
J_history.append( cost_function(X, y, w, b))

# Print cost every at intervals 18 times or as many iterations if < 18
if i% math.ceil{num_iters / 18) == 8:
print(f"Iteration {i:4d}: Cost {J_history[-1]:8.2f} ")

return w, b, J_history #return final w,b and J history for graphing
In the next cell you will test the implementation.

# initiglize parameters

initial w = np.zeros_like(w_init)

initial b = 8.

# some gradient descent settings

iterations = 1@e8

alpha = 5.8e-7

# run gradient descent

w final, b final, J hist = gradient descent(X train, y_train, initial w, initial b,
compute cost, compute gradient,
alpha, iterations)

print{f"b,w found by gradient descent: {b final:@.2f},{w finall} ")

m, = X_train.shape

for i in range(m):

print(f"prediction: {np.dot(X_train[i], w_final) + b_final:8.2f}, target wvalue: {y _train[i]}")

Iteration @: Cost 2529.48

In conclusione questo € la discesa del gradiente, purtroppo i risultati ottenuti non sono
particolarmente brillanti, dopo
verra illustrato come migliorare I'algoritmo.


https://cms.marcocucchi.it/uploads/images/gallery/2022-11/rGCLBDs2Wpz0uifg-image.png

Expected Result:

b,w found by gradient descent: -0.00,[ 0.2 0. -0.01 -0.07]
prediction: 42619, target value: 460

prediction: 28617, target value: 232

prediction: 171.47, target value: 178

1]: # plot cost versus iteration
fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(1l, 2, constrained_layout=True, figsize=(12, 4))
axl.plot(J_hist)
ax2.plot(1@8 + np.arange(len(J_hist[186:])), JI_hist[1@8:])
axl.set_title("Cost vs. iteration™); ax2.set_title("Cost vs. iteration (tail)}")
axl.set_ylabel('Cost') ; ax2.set_ylabel('Cost")
axl.set_xlabel( 'iteration step’) s ax2.set_xlabel( iteration step’)
plt.shou()
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These results are not inspiring! Cost is still declining and our predictions are not very accurate. The next lab will explore how to improve on this.

Scaling delle features e dei parametri

Nel caso in cui ci siano piu features (come nella regressione lineare multipla) € importante scalare i
valori delle diverse tipologie di parametri in input.

Es. se abbiamo due features come i metri quadrati e il numero di stanze di un appartmento, € bene
riportare entrambi gli insiemi di valori

in un range compreso tra -1 e 1.

I motivo & dettato dal fatto che in questo modo la regressione lineare trova piu facilmente
(velocemente) il suo minimo.

(vedi i grafici sotto riportati che indicano il minimo dei costi nella parte SX)
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Feature size and gradient descent
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Le features e le label vanno quindi

1) dividere tutti i valori per il massimo
2) “centrando” i valori intorno allo zero applicando la formula (valori-valore medio)/(valore max -

valore min)

di seguito un esempio:

“normalizzati” scalandoli principalmente in questi modi:

Mean normalization
A
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un metodo ottimale per normalizzare i dati € detto Z-SCORE che riporto di seqguito:

Z-SCORE

Questo metodo nella pratica va a “centrare” le features e le labels inforno allo zero. In questo
modo il calcolo della regressione

lineare risultera piu veloce e piu accurato nella ricerca del valore minimo relativo al costo della
funzione.

DEVIAZIONE STANDARD (o scarto quadratico medio)

La DS rappresenza rappresenta la distanza dei valori di una serie rispetto alla media e si calcaola
come:

1) calcolare la media dei valori -> media semplice

2) calcare la varianza dei valori -> € la differenza tra il singolo valore e la media al quadrato il tutto
diveso per il totale dei campioni

3) calcolare la daviazione -> & la radice quadrata della varianza



Z-score normalization
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implementazione dell'algoritmo di ZScore

def zscore normalize features(X):

computes

Args:

X (ndarray (m,n))

Returns:
X_norm {ndarray (m,n)}):

mu (ndarray (n,))
sigma (ndarray (n,))

: input data, m examples, n features

X, Zcore normalized by column

# find the mean of each column/feature
mu =
# find the standard deviation of each column/feature

sigma

np.mean{X, axis=8)

np.std(X, axis=8)

300 < x, <2000

X1 — P
Xy = mm—
—0.67 <x;, <

input normalized by column
: mean of each feature
: standard deviation of each feature

L.

IA
3]

OS.IJ

# mu will have shape (n,)

# sigma will have shape (n,)

# element-wise, subtract mu for that column from each example, divide by std for that column

X_norm

(X - mu) / sigma

return (¥X_norm, mu, sigma)

il cui output nell'esempio:
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mu = np.mean(X_train,axis=8)
sigma = np.std(X_train,axis=8)
¥_mean = (X_train - mu)

X_norm = (X_train - mu)/sigma

fig,ax=plt.subplots(1l, 3, figsize=(12, 3))
ax[@].scatter(X_train[:,8], X_train[:,3])
ax[8].set_xlabel(X_features[@]); ax[©].set_ylabel(X_features[3]);
ax[@].set_title("unnormalized")

ax[@].axis( 'egual’)

ax[1].scatter(X_mean[:,8], X_mean[:,3])
ax[1].set_xlabel(X_features[@8]); ax[8].set_ylabel(X features[3]);
ax[1].set_title(r"X - $\mus™)

ax[1].axis( 'equal')

ax[2].scatter(X_norm[:,8], X_norm[:,3])

ax[2].set_xlabel(X _features[8]); ax[8].set_ylabel(X features[3]);
ax[2].set_title(r"Z-score normalized")

ax[2].axis( "egual")

plt.tight layout(rect=[8, 8.83, 1, 8.95])

fig.suptitle(“"distribution of features before, during, after normalization™)

plt.show()
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e adesso proviamo a predirre i valori.
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#predict target using normalized features
m = X_norm.shape[@]
¥p = np.zeros{m)
for i in range(m):
yp[i] = np.dot(X_norm[i], w_norm) + b_norm

# plot predictions and targets versus original features
fig,ax=plt.subplots(l,4,figsize=(12, 3),sharey=True)
for 1 in range(len(ax)):
ax[i].scatter(X train[:,i],y _train, label = 'target')
ax[i].set_xlabel(X features[i])}
ax[i].scatter(¥_train[:,i],yp,color=dlc["dlorange”], label = 'predict’)
ax[8].set_ylabel("Price"); ax[8].legend();
fig.suptitle("target versus prediction using z-score normalized model™)
plt.show()

target versus prediction using z-score normalized model
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